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1 Einleitung
Dass Gelehrte und Wissenschaftler Verbindungen zwischen den Disziplinen Musik
und Mathematik gezogen haben und noch immer ziehen, ist eine Erscheinung, die
sich weder zeitlich noch geographisch begrenzen lässt und sicher mit der Annahme
zu tun hat, Mathematik wohne im Bezug auf Naturphänomene ordnende Kraft inne;
die Ansicht also, mathematische Struktur stecke in jeder Art von Naturphänomen.
Einer der bekanntesten Theoretiker der Antike, der für eben diese Verbindung
steht, war sicherlich Pythagoras von Samos. Dessen Beschäftigung kann allerdings
weniger als „interdisziplinär” angesehen werden. Für Pythagoras und seine Anhänger
war vielmehr Ausgangspunkt, dass „das Wesen der Welt” in der „Harmonie der Zah-
len”1 liege und somit Musik und Mathematik Teil eines Ganzen seien. Auch heute
noch bieten seine Schriften und Annahmen diesbezüglich für viele Grund zur wissen-
schaftlichen Betätigung.2 Mit seinen Überlegungen zu Zahlenverhältnissen legte er
sowohl für die Mathematik als auch für die Musiktheorie entscheidende Grundlagen.
Autoren wichtiger musiktheoretischer Traktate beziehen sich auf seine Überlegun-
gen. So wird nicht erst seit der Musica enchiriadis über die Tetraktys diskutiert.
Schon Pythagoras untersuchte diese Zahlenverhältnisse, indem er zehn Steine als
gleichseitiges Dreieck anordnete und so interessante Beobachtungen machen konnte.
Die ursprüngliche Tetraktys, die das Zahlenquadrupel (1; 2; 3; 4) bezeichnet, enthält







! ! ! !
Abbildung 1: Tetraktys
1Wußing: 6000 Jahre Mathematik - Eine kulturgeschichtliche Zeitreise 1. Von den Anfängen bis
Leibniz und Newton. Berlin/Heidelberg 2008, S. 168
2Beispielhaft seien hier Pythagoras musicus von Barbara Münxelhaus, 1976 in Bonn erschie-
nen, und Music and mathematics - From Pythagoras to fractals von John Fauvel, 2006 in Oxford
erschienen, genannt.
1
Etwa tausend Jahre später - um 500 n. Chr. - legte Boethius mit De institutione
musica die Grundlage für die Musica speculativa. Im Mittelalter war sie es, die als
Teil des Quadriviums zusammen mit den mathematischen Disziplinen im Rahmen
der Septem artes liberales an der Artistenfakultät gelehrt wurde. Al-Fārāb̄ı, als ei-
ner der wichtigsten Gelehrten der islamischen Welt seiner Zeit, befasste sich etwa
400 Jahre nach Boethius sowohl mit Mathematik als auch mit Musiktheorie und
hinterließ in beiden Gebieten Schriften.
Wie so viele Wissenschaftler der Renaissance beschäftigte sich auch der nieder-
ländische Mathematiker Simon Stevin mit Problemen der verschiedenen Stimmungs-
möglichkeiten. Ihm ist neben anderen die Verbreitung der gleichstufigen Stimmung




Weitere 400 Jahre später sind es nun Wissenschaftler wie Guerino Mazzola, Mo-
reno Andreatta, David Clampitt oder Thomas Noll, die versuchen mit Hilfe von
mathematischen Disziplinen wie algebraischer Kombinatorik, Geometrie und Grup-
pentheorie, einen möglichst großen Abstraktionsgrad von musikimmanenten Struk-
turen zu erreichen. So erho!en sie sich Ergebnisse, die reinen musiktheoretischen
Tatsachen mehr Gewicht geben und neue Zusammenhänge und Genealogien aufde-
cken.
Ein Forschungsgegenstand, der auch in der vorliegenden Arbeit eine Rolle spielt,
ist die Frage nach der Teilung der Oktave. Wie kommt es, dass sich bestimmte Ton-
systeme im Laufe der Musikgeschichte durchgesetzt haben? Gibt es einen Grund
dafür, warum sich einige Tonleitern in verschiedenen Kulturkreisen unabhängig von-
einander entwickelt haben? So war zum Beispiel die Pentatonik sowie die siebenstu-
fige Diatonik sowohl dem gälischen als auch dem chinesischen Volk bekannt. Letztere
fanden auch die Teilung der Oktave in zwölf Halbtonschritte.3 Scheinbar steht diese
Entwicklung auf einer Basis, die als eine tiefgreifende Struktur verstanden werden
kann.
Verschiedene Tonvorräte, die in mittelalterlichen Traktaten thematisiert werden
(Heptaktys, Hexachord), und Skalen wie Pentatonik, Diatonik und Chromatik können
mit Hilfe der mathematischen Musiktheorie in Beziehung gesetzt und verallgemei-
nert werden. Dass die Quintengenerierung von Skalen eine wichtige Rolle spielt, ist
schon lange bekannt. Warum aber der „Quintenmotor” genau bei fünf, sieben und
zwölf anhält, kann mit Hilfe der dargestellten Forschungsergebnisse klargemacht
werden.
3Helmholtz: Die Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grundlage für die Theorie
der Musik. Braunschweig 1863, S. 397
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Die vorliegende Arbeit gibt zunächst einen Überblick über die verwendeten ma-
thematischen Hilfsmittel. Im Anschluss wird der von Norman Carey und David
Clampitt eingeführte Terminus der Tonregion erläutert, in Verbindung mit alge-
braischer Kombinatorik gebracht und somit in einen erweiterten Kontext gestellt.
Als Grundlage dienen Forschungsergebnisse von Carey, Clampitt und Noll, die im
Rahmen dieser wissenschaftlichen Arbeit integrierend zusammengeführt und erläu-
tert werden.
Probleme ergeben sich immer dann, wenn aus der Sprache der Mathematik in
natürliche Sprache „übersetzt” wird. Die Gefahr besteht darin, Ungenauigkeiten zu
produzieren. Trotzdem werde ich versuchen, einige mathematische Sachverhalte zu
erläutern, um auch dem Nichtmathematiker den Zugang zu erleichtern. Im Zweifels-
fall gilt jedoch immer die mathematische Formulierung.
Aus rein mathematischer Perspektive müssen im Rahmen dieser Arbeit einige
Fragen ungeklärt bleiben; zu umfangreich wäre es, hier alle Beweise zu thematisie-






A sei eine endliche Menge, die wir Alphabet nennen. Ihre Elemente sind Buchsta-
ben. Ein Wort w über dem Alphabet A ist die endliche Folge von Buchstaben aus
A:
(z1, z2, z3, . . . zn) = z1z2 . . . zn, zi $ A
A! sei die Menge aller Wörter über A, die aus den Buchstaben des Alphabets
gebildet werden können.
Die Verkettung zweier Wörter v = (x1, x2, . . . xn) und w = (y1, y2, . . . ym) wird
folgendermaßen definiert:
(x1, . . . xn) · (y1, . . . ym) = (x1, . . . xn) (y1, . . . ym) = (x1, . . . xn, y1, . . . ym) = vw
Das dabei entstandene Wort vw besteht aus den beiden Faktoren v und w, wobei
v als linker Faktor bzw. Präfix und w als rechter Faktor bzw. Su!x bezeichnet wird.
Die Länge n eines Wortes (Anzahl der Buchstaben) wird geschrieben als |w| = n.
Es gibt genau ein Wort mit der Länge n = 0; das leere Wort %. Es gilt Gleichheit
bei folgenden Verkettungen mit dem leeren Wort:
w%=%w=w
Weiter definiere |w|z die Anzahl der Buchstaben z im Wort w.
[Beispiel]: Für das Wort w = aabba gilt |w|a = 3 und |w|b = 2
Weiter bezeichne w̃ = (zn, zn!1, . . . z1) das Spiegelbild von w = (z1, z2, . . . zn). Gilt
w = w̃, so spricht man von einem Palindrom.
Im vorliegenden Text werden Buchstaben meist mit x, y, z, a oder b bezeichnet,
Wörter meist mit u,v oder w.
4Algebraic combinatorics on words von Lothaire, 2001 in Cambridge erschienen, stellt hier
die Grundlage (http://www-igm.univ-mlv.fr/~berstel/Lothaire/AlgCWContents.html zu-
letzt gesehen am 03.11.08).
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Periodizität
Unter der Periode eines Wortes versteht man folgendes:
per $ N \ {0} ist Periode eines Wortes w = x1x2 . . . xn, mit xi $ A und |w| = n,
wenn xi = xi+per für ein durchlaufendes i = 1, 2, . . . n&per gilt. Mit anderen Worten:
per ist genau dann Periode des Wortes w, wenn gilt: x1 . . . xn!per = xper+1 . . . n.
[Beispiel]: Das Wort w = aabbabbbaab mit |w| = 11 hat die Periode
per (w) = 8, da gilt: x1 = x1+8 = a, x2 = x2+8 = a und x3 = x3+8 = b.
Außerdem ist x1 . . . x11!8 = aab = x8+1 . . . x11.
Abbildungen und Bäume
Die Menge der Wörter eines endlichen Alphabets können auch als Bäume dar-
gestellt werden. Aus dem Alphabet A = {a, b} werden nun Binärbäume erstellt.
Der Begri! des Baumes stammt aus der mathematischen Disziplin der Graphen-
theorie und bezeichnet einen zusammenhängenden Graphen ohne Kreise. Er dient
unter anderem der strukturierten Darstellung von Daten.5 Im Folgenden werden nun
vier verschiedene Möglichkeiten vorgestellt, einige Wörter des Alphabets A = {a, b}
strukturiert darzustellen.
2.2 Bäume von Wörtern
2.2.1 Standardwörter
2.2.1.1 G und D Aus der Funktion E :
a '( b
b '( a
und der von de Luca als




einanderausführen die folgenden Abbildungen gebildet werden:
G := F ) E =
a '( a
b '( ab
und D := E ) F =
a '( ba
b '( b
Der Baum !G, D" ist das Ergebnis der konsequenten Anwendung auf das Paar
(a, b) durch Ausführen von G bei einem Schritt zu einem linksliegenden Knoten und
D zu einem rechtsliegenden Knoten und wird Standard-Baum von Wortpaaren ge-
nannt.
5Bodendiek/Lang: Lehrbuch der Graphentheorie. Heidelberg/Berlin/Oxford 1995
6de Luca: Combinatorics of Standard Sturmian Words. In: Structures in Logic and Computer































Abbildung 2: Standardbaum von Wortpaaren !G, D"
2.2.1.2 ! und "
!, " : {a, b}! * {a, b}! ( {a, b}! * {a, b}! mit
!(u, v) := (u, uv) und "(u, v) := (vu, v)
Diese Funktionen liefern, beginnend bei dem Wortpaar (a, b) und bei Ausfüh-
rung von ! bei einem Schritt nach links und " bei einem Schritt nach rechts, den






























Abbildung 3: Standardbaum von Wortpaaren !!, ""
Das heißt also, dass bei jedem Schritt auf dem Baum nach links durch ! das linke
Wort eines Wortpaares erhalten bleibt und gleichzeitig als Präfix vor das rechte Wort
gesetzt wird. Entsprechend wird bei einem Schritt nach rechts durch " das rechte
Wort des Wortpaares erhalten und gleichzeitig als Präfix vor das linke Wort gesetzt.
2.2.2 Zentrale Palindrome
2.2.2.1 Ca und Cb Der Zentrale Baum wird aus den beiden Funktionen Ca und
Cb generiert. Dabei sind die beiden Funktionen folgendermaßen definiert:
Ca (w) := G (w) a und Cb(w) := D (w) b,
6
mit den Funktionen G und D aus Kapitel 2.2.1.1.
Die Funktion Ca setzt also vor jedes b im Wort w ein a und hängt ein a an das
Wort w an. Entsprechend wird durch Cb vor jedes a ein b gesetzt und am Ende des






























Abbildung 4: Zentraler Baum !Ca, Cb"
Sowohl die Wörter in !Pa, Pb" als auch die Wörter im Zentralen Baum !Ca, Cb"
heißen Zentrale Wörter bzw. Zentrale Palindrome und werden allgemein mit ! be-
zeichnet. Für sie gilt:
Ein Wort w ist genau dann zentral, wenn es zwei Perioden per1 und per2 hat,
sodass gilt:
• wab ist ein Standardwort oder
• ggT (per1, per2) = 1 und |w| = per1 + per2 & 2
Die beiden Perioden per1 und per2 lassen sich durch die Verwendung von Restklassen
berechnen:
per1 ist die kleinste natürliche Zahl größer Null, die bei der Multiplikation mit
(|!|b + 1) und anschließender Division durch (|!| + 2) den Rest 1 lässt. Mathema-
tisch ausgedrückt:
per1 ist die kleinste natürliche Zahl größer Null, für die gilt:
per1 · (|!|b + 1) + 1mod (|!| + 2) (i)
analog dazu:
per2 ist die kleinste natürliche Zahl größer Null, für die gilt:
per2 · (|!|a + 1) + 1mod (|!| + 2) (ii).
[Beispiel]: Für das Zentrale Palindrom ! = ababaababa gilt zunächst
|!| = 10, |!|a = 6, |!|b = 4. Zur Berechnung der Perioden setzen wir
diese Werte in (i) und (ii) ein und erhalten:
per1 · 5 + 1mod12 und
7
per2 · 7 + 1mod12 .
5 und 7 sind die beiden Lösungen, da
5 · 5 = 25 + 1mod12 und 7 · 7 = 49 + 1mod12
und damit die beiden Perioden des gegebenen Zentralen Palindroms !.
Das lässt sich mit Hilfe der Definition von Periodizität im Kapitel 2.1
leicht überprüfen.7
2.2.2.2 Pa und Pb Die Funktionen Pa und Pb setzen sich aus dem Hinzufügen
eines a bzw. b am Ende eines Wortes und dem rechtspalindromischen Abschluss
zusammen. Beginnend beim leeren Wort kann auch hier ein Baum zur Generierung
und Veranschaulichung dienen. Bei einer Abzweigung nach links wird an das be-
stehende Wort ein a angehängt und von rechts zu einem Palindrom vervollständigt
(Pa). Geht die Abzweigung nach rechts, wird ein b angehängt und ebenfalls von






























Abbildung 5: das Dual des Zentralen Baumes !Pa, Pb"
2.3 Dualität zwischen Bäumen von Wörtern
Der Begri! der Dualität taucht in der Mathematik in verschiedenen Zusammen-
hängen auf und beschreibt immer eine Verwandtschaft zwischen zwei Objekten.
Um die folgenden Betrachtungen zu verstehen, ist keine detaillierte Kenntnis dieser
Sachverhalte nötig. Die nachstehenden Kapitel sollen aufdecken, inwiefern zwischen
den bisher eingeführten Bäumen Verwandtschaftsverhältnisse bestehen. So lässt sich
durch aufgedeckte Dualität, auf Grund von Kenntnissen über Eigenschaften eines
Baumes, der Aufbau eines anderen Baumes ableiten.
7Hinweis: Auch das leere Wort sowie alle anderen Wörter am Rand der beiden Bäume (die
jeweils nur aus einem Buchstaben gebildet werden) haben nach dieser Definition zwei Perioden,
von denen eine größer als das Wort selbst ist.
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2.3.1 Zur Dualität zwischen !!, "" und !G, D" sowie zwischen !Pa, Pb" und
!Ca, Cb"
Beim Vergleich der beiden durch ! und " sowie G und D erzeugten Bäume und der
beiden durch Pa und Pb sowie Ca und Cb erzeugten Bäume ist zunächst au!ällig,
dass in jeder Schicht jeweils dieselben Wortpaare auftauchen; allerdings nicht an den
Knoten des jeweils selben Weges. So führt der Weg „rechts-rechts-links” im Baum
!!, "" zum Wortpaar (bba, bbab), während derselbe Weg im Baum !G, D" das Wort
(ababa, ab) bereithält. Die Frage ist nun, ob dennoch eine Verwandtschaft zwischen
den jeweiligen beiden Bäumen besteht.
Die Frage kann leicht mit ja beantwortet werden. Die Dualität, die jeweils zwi-
schen den beiden Bäumen besteht, ist sogar dieselbe. Das heißt: kennt man die
Dualität zwischen den Bäumen !!, "" und !G, D", weiß man auch, in welcher Weise
die Bäume !Pa, Pb" und !Ca, Cb" miteinander in Verbindung stehen. Im Folgenden
sei exemplarisch der Vergleich der beiden durch ! und " sowie G und D erzeugten
Bäume angestellt. Analog gilt dies auch für die beiden anderen Bäume.
Sei w ein beliebiger Knoten bzw. ein beliebiges Wort im Standard-Baum von
Wortpaaren und ŵ ein beliebiger Knoten bzw. ein beliebiges Wort im durch G und
D erzeugten Baum. Zu zeigen ist nun, dass eine Verbindung zwischen den beiden
Wegen, die zu den Knoten w und ŵ führen, besteht, wenn w = ŵ.
w lässt sich nach [Kap mit def] darstellen als eine Kombination der Funktionen
! und ". Also sei:
w = #1 (#2 (. . . (#n (a, b)) . . .)) mit #i $ {!, "}
[Beispiel]: Das Wort w = (ababa, ab) ist eine Kombination aus den Funk-
tionen ! und zweimal ". Also ist w = (ababa, ab) = " (" (! (a, b)))
mit #1 = #2 = " und #3 = !.











mit !̂ = G und "̂ = D.
Das heißt, dass bei dem Weg zu einem Wort im Standard-Baum von Wortpaaren
alle ! durch G und alle " durch D ersetzt werden müssen und die Reihenfolge
vertauscht werden muss, um dasselbe Wort durch G und D zu erzeugen.
9
[Beispiel]: Das Wort ŵ = (ababa, ab) = G (D (D (a, b)))
Analog gilt also für Wörter der aus Pa und Pb sowie Ca und Cb erzeugten Bäume, dass
die Funktion Pa durch Ca und Pb durch Cb ersetzt und die Reihenfolge vertauscht
werden muss, um zum selben Wort zu gelangen.
Alternativ ist es auch möglich, von einem Standardwort zu seinem Dualen zu
gelangen, indem man die Funktionen G und D (bzw. ! und ") einfach rückwärts
ausführt. Das gleiche Verfahren gilt auch für den Übergang eines Zentralen Palin-
droms zu seinem Dualen.
2.3.2 Zur Dualität zwischen !Pa, Pb" und !!, "" sowie zwischen !Ca, Cb"
und !G, D"
Die Standardwörter des Baumes !!, "" können auch erzeugt werden durch die Mul-
tiplikation der Zentralen Palindrome aus dem aus Pa und P b erzeugten Baum mit
dem Su"x ab. Analog gilt für den Baum der zentralen Wörter, dass er nach An-
hängen des Su"xes ab an jedes Wort dem durch G und D erzeugten Baum entspricht.
Das folgende kommutative Diagramm soll veranschaulichen, dass alle vier Funk-
tionenpaare bzw. Bäume durch gewisse, oben beschriebene Verwandtschaften zu-
sammenhängen:
!Ca, Cb" !Pa, Pb"
!G, D" !!, ""
Abbildung 6: kommutatives Diagramm I
2.4 Bäume von 2x2-Matrizen und rationalen Zahlen
2.4.1 L und R


























2.4.1.1 rechtsseitiges Anhängen Durch rechtsseitiges Anhängen der Matri-
zen L und R bei einer Abzweigung nach links bzw. rechts ergibt sich beginnend mit





folgender Baum, der ab jetzt !L, R" genannt wird und






























Abbildung 7: !L, R"
Setzt man die definierten Matrizen für L und R ein und multipliziert sie mitein-











































































Abbildung 8: !L, R"
2.4.1.2 linksseitiges Anhängen Durch linksseitiges Anhängen der Matrizen L
und R bei einer Abzweigung nach links bzw. rechts ergibt sich, beginnend mit Id,
folgender Baum:
8Zur Matrizenmultiplikation siehe zum Beispiel: Beutelspacher: Lineare Algebra. 6. Auflage,































Abbildung 9: !L, R"!
Dieser Baum ist das Dual des eben konstruierten Baumes !L, R". Er soll hier mit
!L, R"# bezeichnet werden.9
2.4.2 Der Stern-Brocot-Baum und sein Duales10
Der von dem Mathematiker Abraham Stern und dem Uhrmacher Achille Brocot ent-
worfene Baum enthält alle gekürzten Brüche und kann folgendermaßen konstruiert
werden:
Die beiden „Hilfsbrüche” 01 und
1
0 dienen der Konstruktion der Baumwurzel,






stets der Mediant m+m
!
n+n! gebildet. Alle neu entstehenden Brüche sind dann
die Einträge der nächsten Schicht.
[Beispiel]: die markierten Brüche sind jeweils die Medianten.
1. Schritt zur Konstruktion der Wurzel: 01 ,
1
1


















Abbildung 10: die ersten beiden Schichten des Stern-Brocot-Baums (SB)












, 10 liefert die nächste Schicht und
9Es sei darauf hingewiesen, dass Graham/Knuth/Patashnik in Concrete Mathematics, 6. Auf-
lage, Boston, Mass. 1990, S. 120, die Matrizen L und R genau andersherum definieren. Dies hat
zur Folge, dass Spiegelbilder der Bäume !L, R" und !L, R"! entstehen.
10Graham, R. L.; Knuth, D. E.; Patashnik, O.: Concrete Mathematics, Boston, Mass., (6. Aufl)
1990, Seite 116!
12
























, 10 schließlich erzeugt den
































Abbildung 11: die ersten vier Schichten des Stern-Brocot-Baums
Sein Dual, der Raney-Baum (RB),11 wird folgendermaßen erzeugt:
Jeder Bruch p
q




sind aber p# und q# definiert?
p# ist die kleinste multiplikative Inverse von p mod (p + q) und q# die kleinste
multiplikative Inverse von q mod (p + q). Mit anderen Worten: Wir suchen die kleins-
te natürliche Zahl p# bzw. q#, die bei der Multiplikation mit p bzw. q 1mod (p + q)
ergibt (d.h., bei der Division durch (p + q) den Rest 1 übrig lässt).
[Beispiel]: Der Bruch p
q
= 34 in (SB) soll durch sein Duales ersetzt werden.
Wir suchen zunächst die kleinste natürliche Zahl p#, die bei Multipli-
kation mit 3 1mod7 ergibt (also: 3p# + 1mod7). Da 15 + 1mod7 (15
bei Division durch 7 ist 1), sieht man sofort, dass p# = 5 sein muss.
Genauso gehen wir bei der Suche nach q# vor. 4q# + 1mod7 soll erfüllt
werden. Auch hier sieht man leicht, dass q# = 2, da 4 ·2 = 8 + 1mod7
(8 lässt bei der Division durch 7 den Rest 1).
Das Duale von p
q




Wird dieser Vorgang auf jeden Knoten in (SB) angewendet, erhält man:
11Berstel und de Luca benennen ihn mit „Raney-Baum”. Siehe Berstel/de Luca: Sturmian Words,
































Abbildung 12: das Dual des Stern-Brocot-Baums - der Raney-Baum
2.5 Dualität zwischen Bäumen von 2x2-Matrizen sowie zwi-
schen Bäumen von rationalen Zahlen
Zwischen den zwei Baumpaaren besteht dieselbe Dualität wie schon zwischen !!, ""
und !G, D" sowie zwischen !Pa, Pb" und !Ca, Cb". Das heißt, um dieselbe Matrix im
Baum !L, R" auch in !L, R"# zu erhalten, muss einfach der Weg zum jeweiligen
Knoten umgedreht werden. Die Dualität zwischen (SB) und (RB) kann ebenso
beschrieben werden, geht aber auch aus der oben genannten Generierung des dualen
Stern-Brocot-Baums hervor.





im Baum !L, R" ist durch den
Weg „links - rechts - rechts” erreichbar. Dreht man den Weg nun um
(rechts - rechts - links) und verfolgt ihn im Baum !L, R"# kommt man
ebenfalls an den Knoten LRR.
Dasselbe gilt für die Bäume von rationalen Zahlen. 25 liegt im Baum (SB)
am Knoten des Weges „links - links - rechts”, während der Bruch im
Baum (RB) durch „rechts - links - links” zu finden ist.
2.6 Dualität zwischen Bäumen von rationalen Zahlen und
2x2-Matrizen
Die Konstruktion den Stern-Brocot Baums, wie sie unter Kap. 2.4.2 beschrieben
wird, ist mit der Konstruktion durch die Funktion ! (") := a+b
c+d , " $ SL2 (N),
verwandt und bildet so eine Dualität zwischen !L, R" und (SB) sowie zwischen
!L, R"# und (RB). Wird auf jede Matrix des Baumes !L, R" bzw. !L, R"# diese
Funktion angewendet, ist das Ergebnis der Stern-Brocot-Baum bzw. sein Duales.
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Zusammenfassend kann auch hier ein kommutatives Diagramm dienen:
!L, R" !L, R"#
(SB) (RB)
!!1 !!!!1
Abbildung 13: kommutatives Diagramm II
2.7 Dualität zwischen Bäumen von Matrizen und Standard-
wörtern
Betrachtet man für ein Wortpaar (u, v) aus dem Baum !G, D" die Anzahl der einzel-






stellt man fest, dass diese Matrizen auch an den dualen Knoten des Baumes !L, R"
stehen. Gleiches gilt für die Einträge der Bäume !!, "" und !L, R"#.
2.8 Dualität zwischen Zentralen Palindromen und Bäumen
von rationalen Zahlen
Wie oben beschrieben, haben Zentrale Palindrome die beiden Perioden per1 und
per2. Bildet man den Bruch
per1(")
per2(")
der beiden Perioden eines Zentralen Palindroms
!, das an einem Knoten Czn (. . . (Cz2 (Cz1 (%))) . . .) mit zi $ {a, b} im Baum !Ca, Cb"
liegt, erhält man genau den Wert, der am Knoten des entsprechenden Weges im
Baum (SB) liegt. Die gleiche Verwandtschaft besteht zwischen einem Wort !# im




[Beispiel]: Das Wort Ca (Cb (Ca (%))) = abaaba hat die beiden Perioden
per1 = 3 und per2 = 5. Der Bruch
per1
per2
= 35 liegt im Baum (SB)
tatsächlich am Knoten desselben Weges.
2.9 Zusammenfassung
Die Dualität zwischen den acht beschriebenen Bäumen sei hier durch das kommu-
tative Diagramm III in Abbildung 14 dargestellt. Mit Hilfe der oben erläuterten
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Operationen lässt sich also zwischen zwei beliebigen Bäumen bzw. Wörtern eine
Verwandtschaft erklären. In dieser Arbeit sollen alle Beobachtungen von den Bäu-
men der linken Seite ausgehen, weshalb die Bäume auf der rechten Seite alle als
Duale bezeichnet werden. Die Umkehrung dieser Sichtweise ist aber genauso mög-
lich.
(SB) (RB)
!Ca, Cb" !Pa, Pb"
!L, R" !L, R"#
!G, D" !!, ""
Abbildung 14: kommutatives Diagramm III der acht beschriebenen Bäume
3 Wörter als Regionen
3.1 Regionen
3.1.1 Regionen im Oktav-/Duodezim-generierten Tonnetz
Der Begri! der (Ton-)Region wird in wissenschaftlichen Verö!entlichungen unein-
heitlich verwendet. Während der Marburger Physiker und Akustiker Franz Melde
mit Tonregionen Register im Sinne von Tonhöhenbereichen meint12, benutzt Musik-
wissenschaftler Albert Thierfelder den Terminus synonym mit dem Tonvorrat eines
Modus.13 Otto Abraham und Erich M. von Hornbostel verwenden „die ungefähre
Tonregion”14 dagegen als Eingrenzung von nicht näher bestimmten Melodietönen.
Der in der vorliegenden Arbeit verwendete Terminus Region, den Norman Carey
und David Clampitt in ihrem Artikel A Theory of Tonal Spaces in Early Medie-
val Treatises15 dagegen durch eine mathematische Definition stützen, kommt der
Verwendung Thierfelders in abstrahierter Form am nächsten. Carey und Clampitt
12Melde: Ueber „resultirende” Töne sowie einige hierbei gemachte Erfahrungen. In: Pflügers Ar-
chiv European Journal of Physiology, Vol. 60, Nr. 11-12, Mai 1895, S. 629
13Thierfelder, Albert: Altgriechische Musik. In: Sammelbände der Internationalen Musikgesell-
schaft, 7. Jahrg., H. 4. (1906), S. 491
14Abraham, Otto/von Hornbostel Erich M.: Vorschläge fur die Transkription exotischer Melodi-
en. In: Sammelbände der Internationalen Musikgesellschaft, 11. Jahrg., H. 1. (Okt. - Dez.), 1909,
S. 6
15Carey/Clampitt: A Theory of Tonal Spaces in Early Medieval Treatises, in Journal of Music
Theory, Vol. 40 Nr. 1 (Spring, 1996) S. 113 !
16
führen den Begri! der Region zunächst als eine pitch class mit besonderen Eigen-
schaften ein, die im Folgenden näher erläutert werden. Einige spezielle Regionen
sind schon aus mittelalterlichen Traktaten bekannt (damals allerdings nicht unter
dem Terminus Region geführt). Dazu zählen unter anderem die Heptaktys16 und das
Tetrachord der Finales aus der Musica enchiriadis sowie das Hexachord in Guido
von Arezzos Micrologus.
Carey und Clampitt spannen die unendliche, aber abzählbare Menge
P̂ = {2x · 3y | x, y $ J = {0, 1, 2, . . .}} = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18 . . .}
als zweidimensionales Raster auf, indem - beginnend bei eins in der linken unte-
ren Ecke - in horizontale Richtung bei einem Schritt nach rechts mit zwei, in vertikale
Richtung nach oben mit drei multipliziert wird.17 Der Bischof und Wissenschaftler
Nicole Oresme tat dies ebenfalls schon Ende des 14. Jahrhunderts. In seiner Über-
setzung des De caelo et mundi von Aristoteles ins Französische begründet er, warum
dieses Vorgehen nützlich sei:
„In Wahrheit stecken in dieser Figur viele Geheimnisse und man kann
sie hervorragend als etwas Schönes und Wunderbares betrachten, so bein-
haltet sie im Kern die gesamte musica speculativa. Und alle Zahlen dieser
Figur, und nur diese, werden harmonisch genannt; und alle Proportionen
zwischen zwei Zahlen, und nur diese, werden harmonisch genannt.” 18
...
27 54 108 216 432
9 18 36 72 144
3 6 12 24 48
1 2 4 8 16 . . .
Tabelle 1: P̂ als Zahlenraster
16Die Heptaktys entsteht aus den Proportionen der sieben Zahlen 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24 und ent-
hält die sechs Konsonanzen, die durch mittelalterliche Traktate bestätigt werden: Quarte (8:6=4:3),
Quinte (9:6=3:2), Oktave (12:6=2:1), Undezime (16:6=8:3), Duodezime (18:6=3:1) und Doppel-
oktave (24:6=4:1).
17Eine etwas größere Teilmenge von P̂ findet sich im Anhang.
18„Et verité est que ceste figure est plainne de tres grans misteres et peust l’en prendre en
elle consideracions tres excellentement belles et merveilleuses, et contient en vertu toute musique
speculative. Et chascun des nombres de ceste figure est dit armonique et nul autre; et chascune
proporcion qui est entre .ii. de ces nombres est dite armonique et non autre.”
Oresme, Nicole: Le livre du ciel et du monde. Ed. von Menut/Denomy, übersetzt ins Englische
und mit einer Einleitung von Menut, Madison/Milwaukee/London 1968, S. 480. Übersetzung ins
Deutsche durch den Verfasser dieser Arbeit
17
So können die beiden Variablen x und y, die in der Beschreibung der Menge
P̂ auftauchen, als Koordinaten bezeichnet werden und jedem Eintrag im Raster ein
Koordinatenpaar (x, y) zugeordnet werden. Zum Beispiel entspricht dem Zahlenpaar
(2, 1) der Eintrag 22 · 31 = 12 und (0, 3) dem Eintrag 20 · 33 = 27. Der in Tabelle 2
präsentierte Ausschnitt aus P̂ kann also auch folgendermaßen dargestellt werden:
...
(0, 3) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (4, 3)
(0, 2) (1, 2) (2, 2) (3, 2) (4, 2)
(0, 1) (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1)
(0, 0) (1, 0) (2, 0) (3, 0) (4, 0) . . .
Tabelle 2: P̂ in Koordinatendarstellung
Wird jetzt jede Zahl als Frequenz bzw. Tonhöhe interpretiert, erhalten wir ein
aus Oktave (Multiplikation mit zwei) und Duodezime (Multiplikation mit drei) gene-
riertes Tonnetz, ähnlich dem zweidimensionalen Eulerschen Tonnetz (das allerdings
aus Quinte und großer Terz erzeugt wird). Der Frequenz 1 wird der Ton F0 zuge-
ordnet, wobei der Index das Oktavregister deutlich macht. Ergebnis ist eine weitere
Darstellung derselben Menge P̂ . Die Registerbezeichnungen können eventuell für
Verwirrung sorgen, da sie nicht den üblichen entsprechen. Deshalb sei darauf hinge-
wiesen, dass ein neues Oktavregister stets beim F beginnt.
...
D4 D5 D6 D7 D8
G3 G4 G5 G6 G7
C1 C2 C3 C4 C5
F0 F1 F2 F3 F4 . . .
Tabelle 3: P̂ interpretiert als Tonhöhen
Um in diesem Raster nun eine Region definieren zu können, bedarf es einiger
vorbereitender Schritte:
Schritt 1:
[Def. 1]: Sei S eine Teilmenge von P̂ und p̂ $ P̂ . S ist eine lückenlose
Teilmenge von P̂ , wenn gilt: wählt man zwei Elemente sa, sb $ S,
dann muss für jedes p̂, mit sa < p̂ < sb, gelten: p̂ $ S.
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Mit anderen Worten: S ist dann lückenlose Teilmenge, wenn alle Elemente in S
einen lückenlosen Ausschnitt aus P̂ bilden. {12, 16, 18, 24} ist z.B. eine lückenlose
Teilmenge.
Schritt 2:
[Def. 2]: Zwei aufeinanderfolgende Elemente sind eine lückenlose Teil-
menge aus zwei Elementen.
In P̂ sind also 4 und 6 genauso wie 27 und 32 aufeinanderfolgend. Von besonderer
Wichtigkeit sind hier solche aufeinanderfolgenden Elemente, die reine Vielfachheiten
von 2 oder 3 sind. Also Elemente, die sich am unteren bzw. linken Rand des Rasters
befinden. Das Zahlenpaar (8, 9) stellt zwei solcher aufeinanderfolgender Elemente
(da 8 = 23 und 9 = 32), während das Zahlenpaar (16, 27) zwar aus jeweils reinen
Vielfachheiten von 2 bzw. 3 besteht, aber nicht aufeinanderfolgend ist (16 < 18 <
27).
Schritt 3:
Es sei S(x,y) die lückenlose Teilmenge von P̂ , die alle Elemente enthält,
die echt kleiner als die aufeinanderfolgenden Elemente 2x und 3y sind.
S(5,3) beispielsweise ist die lückenlose Teilmenge von P̂ , die alle Elemente enthält,
die kleiner als 25 = 32 und 33 = 27 sind; also alle Elemente von 1 bis 24 aus P̂ . S(5,3)
wäre in unserem Raster also:
9 18
3 6 12 24
1 2 4 8 16
Tabelle 4: S(5,3)
Schritt 4:
G(x,y) bezeichne die Menge aller Faktoren von 2x!1 · 3y!1 in P̂ .
Für x = 5 und y = 3 suchen wir also alle Faktoren von 24 · 32 = 144. Wir finden sie
im folgenden Raster:
19
9 18 36 72 144
3 6 12 24 48
1 2 4 8 16
Tabelle 5: G(5,3)
S(x,y) ist also Teilmenge von G(x,y).
Schritt 5:
[Def. 3]: Zwei Elemente aus G(x,y) nennt man genau dann komplementär,
wenn ihr Produkt gleich 2x!1 · 3y!1 ist.
Für G(5,3) gilt beispielsweise: Zwei Elemente sind komplementär, wenn ihr Produkt
24 · 32 = 144 ergibt. Diese Bedingung erfüllen die Zahlenpaare 1 und 144, 2 und 72,
8 und 18 usw., da ihr Produkt jeweils 144 ist.
Schritt 6:
Eine Menge von Komplementärfaktoren in G(x,y) ist eine Teilmenge von
G(x,y) derart, dass mit jedem in dieser Teilmenge gegebenen Element
automatisch auch sein Komplement Element dieser Menge ist.
Nun haben wir alle Vorbereitungen getro!en, um den Begri! der Region zu definie-
ren:
Schritt 7:
[Def. 4]: Eine Region R(x,y) ist die größte lückenlose Menge von Komple-
mentärfaktoren in G(x,y).
Da S(x,y) die größte lückenlose Teilmenge von G(x,y) darstellt, muss eine Region also
in S(x,y) liegen. Es gilt: R(x,y) , S(x,y) , G(x,y).
Die größte Menge von Komplementärfaktoren in S(5,3), also die Region R(5,3),




Tabelle 6: die Region R(5,3)
Die Menge R(5,3) ist der erste prominente Vertreter einer Region; die schon in
Fußnote 17 angesprochene Heptaktys aus der Musica enchiriadis. Deutlicher wird
20





Tabelle 7: R(5,3) interpretiert als Tonhöhen
Die sechs Konsonanzen Quarte (8:6 entspricht F3 zu C2), Quinte (9:6 entspricht
G3 zu C2), Oktave (12:6 entspricht C3 zu C2), Undezime (16:6 entspricht F4 zu C2),
Duodezime (18:6 entspricht G4 zu C2) und Doppeloktave (24:6 entspricht C4 zu C3)
sind enthalten.
Eine weitere bereits bekannte Region ist R(8,5). S(8,5) bildet wieder eine lücken-
lose Teilmenge von P̂ , da 28 = 256 und 35 = 243 aufeinanderfolgend sind. Nun
konstruieren wir die Menge G(8,5), die alle Faktoren von 27 · 34 = 10368 enthalten
soll. Das folgende Raster liefert genau diese Faktoren:
81 162 324 648 1296 2592 5184 10368
27 54 108 216 432 864 1728 3456
9 18 36 72 144 288 576 1152
3 6 12 24 48 96 192 384
1 2 4 8 16 32 64 128
Tabelle 8: G(8,5)
Ziehen wir alle Elemente ab, die echt kleiner als 256 und 243 sind (nach Schritt






Tabelle 9: die Region R(8,5)
Welche Tonregion das ist, wird o!ensichtlich, wenn wir die Zahlen wieder als







Tabelle 10: die Region R(8,5) als Tonhöhen interpretiert
In dieser Region ist die Pentatonik eingebettet, weshalb sie von Carey und Clam-
pitt auch als „pentatonic region”19 bezeichnet wird.


















Tabelle 12: die Region R(11,7) als Tonhöhen interpretiert
In der Region R(11,7) sind o!ensichtlich die Töne des (nach Glarean) ionischen
Modus eingebettet.20 Man kann sogar allgemein feststellen, dass in jeder Region ein
Modus eingebettet ist.
19Carey/Clampitt: A Theory of Tonal Spaces . . . S.121
20im gesamten Text wird die deutsche Bezeichnung für Tonhöhen benutzt, also H für das englische
B und B für das englische B!
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Weitergehende Überlegungen
Dass die durch mathematische Algorithmen erzeugten Regionen keine von der
Musikpraxis losgelösten Theoriegebilde sind, soll kurz erläutert werden.
Die ersten Regionen der Menge P̂ sind R(1,1), R(2,1), R(3,2), R(5,3), R(8,5), R(11,7),
R(19,12), R(27,17), R(46,29), R(84,53) und repräsentieren den Einklang, die Oktave, die
Teilung der Oktave durch die Quinte, durch Quarte und Quinte, durch die fünf
Töne der Pentatonik, durch die sieben Töne der Diatonik, durch die zwölf Töne der
Chromatik, durch 17 Töne, durch 29 Töne sowie durch 53 Töne. Bemerkenswert ist
in diesem Zusammenhang der Versuch Abrahams und von Hornbostels, der Frage
nachzugehen, wie die Entstehung der Tonleiter der Japanischen Volksmusik erklärt
werden kann:
„Viel wahrscheinlicher ist es, daß man bei dem Wunsch, die Oktave
durch Zwischenstufen auszufüllen, zunächst durch das Konsonanz-Gefühl
auf die nächst niedrige Verschmelzungs-Stufe, die Quinte geführt wurde.
Diese, von den beiden durch die Oktave gegebenen Eckpunkten aus nach
innen konstruiert, ergab ein sehr verwendbares Leiter-Skelett (c f g c’),
nämlich zwei durch einen Ganzton getrennte Quarten, und es erübrigte,
dieselben wohl nach dem Distanz-Gefühl, durch noch kleinere Stufen
auszufüllen. Vielleicht benutzte man dazu eben den Ganzton, der sich in
der geschilderten Konstruktion von selber darbot. Indem man ihn vom
Grundton und von der Quinte aus auftrug, erhielt man die Ritsusen-
Leiter c d f g a c.”21
Diese Reihenfolge spiegelt die in die Regionen bis einschließlich R(8,5) eingebetteten
Modi wider. In die westeuropäische Musikgeschichte eingeordnet, würde man sie
bezeichnen als authentische Teilung der Oktave, Tetraktys bzw. Heptaktys (als Ver-
dopplung der Tetraktys), und Pentatonik. R(11,7) und R(19,12) stellen die diatonische
und chromatische Region.
Die Oktavteilungen in 17, 29 und 53 Töne durch die Regionen R(27,17), R(46,29)
und R(84,53) bedürfen einer kurzen Erläuterung:
Arend spricht von einer „17 stufigen Skala der Araber”22, die auch Helmholtz be-
stätigt, wenn er schreibt: „Nach den Vorschriften des Abdul Kadir ergeben sich sämt-
liche Tonstufen der arabischen Leiter durch die Reihe von 16 Quintenschritten”23.
21Abraham/von Hornbostel: Studien über das Tonsystem und die Musik der Japaner, in: Sam-
melbände der Internationalen Musikgesellschaft, 4. Jahrg., H. 2. (Feb., 1903), S. 302-360, S. 323
f
22Arend: Das chromatische Tonsystem. In: Sammelbände der Internationalen Musikgesellschaft,
3. Jahrg., H. 4. (Aug., 1902), S. 718-740, S. 734
23Helmholtz: Die Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grundlage für die Theorie
der Musik. Braunschweig 1863, S. 434
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Helmholtz erkennt in dieser 17-Teilung der Oktave eine binäre Intervallstruktur, die
sich aus syntonischem Komma und Limma zusammensetzt. Dass eine solche Skala
auch in der westeuropäischen Musikkultur anzutre!en war, beschreibt Helmholtz,
indem er das Erstaunen Praetorius’ zur Kenntnis nimmt, dass dieser beim Hoforga-
nisten in Prag ein „Universalclavicymbal”24 gesehen habe, dem je ein Ton zwischen
e und f sowie zwischen h und c hinzufügt wurde und so auf 19 Töne pro Okta-
ve kommt. Welche 17 Töne das sind, die Praetorius zu kennen scheint, wird bei
von Loesch erläutert. Von Loesch schließt aus einer 1517 verfassten Definition von
Andreas Ornitoparch, dass ein 17-stufiges Tonsystem möglich wäre, das neben den
diatonischen Tönen auch cis, des, dis, es, fis, ges, gis, as, ais und b enthalte.25
Die Oktave in 29 Schritte zu teilen ist ein neueres Phänomen, von dem der Ame-
rikanische Komponist Harry Partch Gebrauch machte.26 Ein 53-stufiges Tonsystem
ist dagegen schon länger bekannt. Sowohl der Pythagorasschüler Philolaos als auch
der chinesische Theoretiker King Fâng (3. Jh. v. Chr.) waren mit dieser Oktavtei-
lung vertraut. Robert Bosanquet entwarf 1876 sogar ein Harmonium mit 53 Tasten
pro Oktave und konnte somit ein Tonsystem verwenden, das möglichst viele reine
Intervalle ermöglicht, aber trotzdem noch umsetzbar ist.27
Die Töne, die den Rahmen einer lückenlosen Teilmenge bzw. der darin enthalte-
nen Region bilden, verdienen eine vergleichende Betrachtung. Die Verhältnisse der
ersten sieben aufeinanderfolgenden Elemente entsprechen in der Musikgeschichte
wohlbekannten Intervallen.
Region Verhältnis der aufeinanderfolgenden Elemente Bezeichnung des Intervalls
R(1,1) 2:3 Quinte abwärts
R(2,1) 4:3 Quarte aufwärts
R(3,2) 8:9 große Sekunde abwärts
R(5,3) 32:27 pythag. kl. Terz aufwärts
R(8,5) 256:243 Limma aufwärts
R(11,7) 2048:2187 Apotome abwärts
R(19,12) 524288:531441 pythag. Komma abwärts
Tabelle 13: Regionen in P̂ mit deren Rahmenintervall
Eine Region bedient sich übrigens immer zweier Intervalle, die in vorigen Regio-
nen als aufeinanderfolgende Elemente auftraten (Diatonik besteht aus den Interval-
24Helmholtz: Die Lehre von den Tonempfindungen..., S. 491
25von Loesch: Musica – Musica practica – Musica poetica. In: Deutsche Musiktheorie des 15.
bis 17. Jahrhunderts. Erster Teil: Von Paumann bis Calvisius (=Geschichte der Musiktheorie Bd.
8/I), Darmstadt 2003, S. 164
26Haubensak: Rebell, Denker, Tüftler. In: Neue Zürcher Zeitung vom 28.04.07 http://www.nzz.
ch/2007/04/28/li/articleF4VM4.html Stand: 03.11.08
27Benson: Music - A Mathematical O!ering, Cambridge 2007, S. 224-227
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len der großen Sekunde und des Limmas, während die Chromatik aus Limma und
Apotomē besteht).
Auch Carey und Clampitt geben in ihrem 1989 erschienen Artikel Aspects of
Well-Formed Scales28 einen Hinweis darauf, warum gerade diese Regionen besonders
wichtig sind: genau die Skalen, die in genannten Regionen eingebettet sind, sind
nach deren Definition so genannte „well-formed scales”. Ihre geometrische Definition
besagt:
Werden die Töne einer n-stufigen Skala in Quintschritten auf einen Kreis auf-
getragen und anschließend die Tonschritte in aufsteigender Reihenfolge miteinander
verbunden, entsteht eine regelmäßige geometrische Figur mit n Ecken, die durch n
Rotationen jeweils in sich selbst abgebidet werden kann. Was in ihrem Artikel für

















Abbildung 15: 17-stufiges Tonsystem im Quintenzirkel, generiert von Ges
Die aufeinanderfolgenden Elemente bzw. Intervalle der Regionen aus Tabelle 13
werden auch schon in demselben Artikel genannt und dort als „determining inter-
val”29 bezeichnet.
3.1.2 Regionen in weiteren Tonnetzen
Die Grundlage der besprochenen Regionen war bis jetzt das Tonnetz, das aus Oktave
(Faktor 2) und Duodezime (Faktor 3) generiert wurde. Allgemein kann man aber
28Carey/Clampitt: Aspects of Well-Formed Scales. In: Music Theory Spectrum, Vol. 11 Nr. 2
(Autumn, 1989), S. 187-206
29Carey/Clampitt: Aspects of Well-Formed Scales. In: Music Theory Spectrum, Vol. 11 Nr. 2
(Autumn, 1989), S. 193
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jedes zweidimensionale Tonnetz betrachten:
P#µ = {#xµy| x, y $ N},
wobei # und µ die Frequenzen bzw. die Generierungsintervalle darstellen.









)y | x, y $ N
*
.
Die generierenden Intervalle sind jetzt also Quarte (4:3) und Quinte (3:2). Carey
und Clampitt fanden dort nach dem gleichen Prinzip wie bei P̂ prominente Regionen.
R(1,1), R(2,1), R(3,2), R(4,3) sind die ersten Regionen in P $. Anhand der Tabelle 14 kann



























H1 E2 A2 D3 G3
E1 A1 D2 G2 C2
A0 D1 G1 C1 F2
D0 G0 C0 F1 B1









= 1 dem Ton
D0 entspricht. Demnach beginnt ein neues Oktavregister immer bei D.
Besonders interessant ist die Regionen R(4,3). Sie beinhaltet die Töne C0, D1, E1,
F1, G1, A1 und definiert somit das Guidonische Hexachord ebenfalls als Region.









)y | x, y $ N
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,
die sich aus kleiner Terz und Quarte generiert. Das zentrale Tetrachord in der
Musica enchiriadis ist das tetrachordum finalium, das - wie alle anderen Tetrachorde
- symmetrisch aufgebaut ist (Ganzton - Halbton - Ganzton). Definieren wir die













H0 D0 F0 As0
E0 G0
D0 F0
Tabelle 15: Die lückenlose Menge S(3,2) mit Rahmenfrequenzen als Zahlenraster und Tonnetz
sowie die Region R(3,2).
30Carey, Norman/Clampitt, David: A Theory of Tonal Spaces...
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3.2 Zentrale Palindrome als Regionen
Die Definition der Regionen im Kapitel 3.1 weist Verwandtschaft zum Zentralen
Baum auf. Sieht man sich die Folge der Regionen R(x,y) an, die in der Menge P#µ
der Reihe nach auftauchen, stellt man fest, dass die Folge der mit der jeweiligen
Region R(x,y) zu identifizierenden rationalen Zahlen xy mit den Knoten auf dem
unendlichen Weg im Stern-Brocot-Baum zur irrationalen Zahl log# µ übereinstimmt.
Die Elemente der Folge x
y
werden als Semikonvergenten bezeichnet.
Schauen wir uns nochmals den Spezialfall P̂ (also # = 2 und µ = 3) an. Die
ersten zehn Regionen, die dort auftauchen, sowie die mit jeder Region zu identifi-
zierenden rationalen Zahlen sind der Reihe nach:





1 = 1 R(11,7)
11
7 = 1, 571428
R(2,1)
2
1 = 2 R(19,12)
19
12 = 1, 583
R(3,2)
3
2 = 1, 5 R(27,17)
27
17 = 1, 5882 . . .
R(5,3)
5
3 = 1, 6 R(46,29)
46
29 = 1, 5862 . . .
R(8,5)
8
5 = 1, 6 R(84,53)
84
53 = 1, 58490 . . .




Tatsächlich sieht man, dass sich mit jeder Region der zugehörige Bruch an
log2 3 =
ln 3
ln 2 = 1, 584962500721 . . . annähert.
31 84
53 stimmt schon in vier Dezimal-
stellen mit der irrationalen Zahl überein. Betrachten wir uns nun nochmals den
Stern-Brocot-Baum. Da im Stern-Brocot-Baum alle rationalen Zahlen vorkommen,
können wir sicher sein, dass wir auch die Semikonvergenten von log2 3 finden. Tat-
sächlich liegen diese Semikonvergenten entlang des unendlich langen Weges zu log2 3.
Abbildung 16 zeigt den Anfang dieses Weges.
31Der Zahl kommt überaus große Bedeutung zu. Teilt eine Region die Oktave (Faktor 2) in y
Stufen, dann sagt x aus, nach wie vielen Schritten wir bei der Duodezime (Faktor 3) ankommen.












wie viele Schritte x in einem y-stufigen Tonsystem gemacht werden müssen, um zur Duodezime zu
gelangen, messen aber andererseits auch die Genauigkeit, mit der in gleichschwebend gestimmtem,
y-stufigem Tonsystem die reine Duodezime erreicht werden kann (log23 & xy = Frequenzdi!erenz








































Abbildung 16: Die Semikonvergenten von log2 3 auf dem Stern-Brocot-Baum
Gehen wir nun den in Abbildung 16 beschriebenen Weg auf dem Baum !Ca, Cb".
Wir erhalten an den dualen Knoten der Reihe nach folgende Zentrale Palindrome:
%
Cb (%) = b
Ca (Cb (%)) = aba
Cb (Ca (Cb (%))) = babbab
Ca (Cb (Ca (Cb (%)))) = abaababaaba
Ca (Ca (Cb (Ca (Cb (%))))) = aabaaabaabaaabaa
Cb (Ca (Ca (Cb (Ca (Cb (%)))))) = bababbabababbababbabababbabab
...
Was aber haben diese Wörter mit den Tonregionen zu tun? Um das zu sehen
betrachten wir nochmals die ersten sieben Regionen aus P̂ , die für die Beschreibung
der westeuropäischen Musik besonders relevant sind, sowie deren Intervallstruktur:
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Abbildung 17: R(1,1)
Abbildung 18: R(2,1). Das Intervall der Oktave wird durch den Buchstaben b dargestellt
Abbildung 19: R(3,2). Eine Quinte aufwärts entspricht a, eine Quarte aufwärts b.
Abbildung 20: R(5,3). Eine Quarte aufwärts wird hier beschrieben als b, eine große Sekunde
aufwärts als a.
Abbildung 21: R(8,5). Der Buchstabe a stellt einen Ganzton aufwärts, der Buchstabe b eine
kleine Terz aufwärts dar.
Abbildung 22: R(11,7). Ganzton aufwärts und Halbton aufwärts entsprechen den Buchstaben a
und b.
Was deutlich zu sehen ist: Allen Regionen liegt eine binäre Intervallstruktur zu
Grunde. Auch wenn dies nicht durch die westeuropäische Notation deutlich wird, gilt
29
diese Struktur ebenfalls für die weiteren Regionen. Die Region R(19,12) zum Beispiel
enthält über den Ambitus von zwei Oktaven plus Quarte alle chromatischen Töne.
Vergleicht man aber die Halbtöne untereinander, stellt man fest, dass die Tonschritte
entweder Limma32 oder Apotomē33 sind. Zwischen zweitem (C16) und erstem Ton




35 , das durch den Buchstaben b






211 zueinander stehen und dieses Verhältnis durch den Buchstaben
a repräsentiert wird. Untersucht man alle Schritte dieser Region und ordnet jedem
den Buchstaben a bzw. b zu, erhält man eine Struktur, die sich durch das Wort
bababbabababbababbabababbabab beschreiben lässt.
Vergleicht man also Regionen mit dem Zentralen Baum !Ca, Cb", kann man fol-
gendes feststellen: die Wörter, die die binäre Intervallstruktur der Regionen reprä-
sentieren, liegen an denjenigen Knoten des Zentralen Baumes !Ca, Cb", die dual zu
den Semikonvergenten von log# µ im Stern-Brocot-Baum sind.
Wir können nun auch die Regionen aus Kapitel 3.1.2 auf dem Zentralen Baum
lokalisieren. Das Hexachord befindet sich am Knoten Ca (Ca (Cb (%))) = aabaa, mit
a als Ganzton und b als Halbton. An dualer Stelle im Stern-Brocot-Baum befindet
sich der Bruch 43 . Die Perioden des Hexachordes sind also 4 und 3 (musiktheoretisch
gesprochen: Quinte und Quarte).
Das Tetrachord liegt an der Stelle Ca (Cb (%)) = aba. Dual dazu ist der Bruch
3
2 , der sowohl mit den beiden Perioden 3 und 2 als auch mit der Region R(3,2)
identifizierbar ist.
Nach diesen Betrachtungen ist es interessant, sich eine weitere Region anzusehen.
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*
generiert ein Tonnetz aus Oktave und Quinte.
Die ersten Tonregionen, die diese Menge beinhaltet, sind: R(1,1), R(1,2), R(2,3), R(3,5),
R(4,7), R(7,12), R(10,17). Wie nicht anders zu erwarten, sind diese Regionen mit den
Regionen aus einer Oktav-/Duodezim-Generierung (also im Tonnetz P̂ ) verwandt.
P # enthält die verkürzten Regionen von P̂ . Die Region R(4,7) , P # enthält zum Bei-
spiel alle Töne des ionischen Modus über den Ambitus einer Dezime und ist somit
um eine Oktave kleiner als die Region R(19,12) , P̂ , die ja auch den Tonvorrat des
ionischen Modus enthält. Analog zu den vorangegangenen Überlegungen können wir
jetzt anhand der Koordinaten (4, 7) feststellen, dass auch hier Folgendes zutri!t: In
einem siebenstufigen Tonsystem sind vier Schritte nötig, um zur Quinte zu gelan-
gen. Verfolgen wir den Weg der Semikonvergenten von log2
3
2 = 0, 584962500721 . . .
am Stern-Brocot-Baum und gehen den dualen Weg im Zentralen Baum !Ca, Cb",
erhalten wir folgende Wörter, die gewissen Regionen entsprechen:
32entspricht dem Verhältnis 28 : 35




2 Zentrale Wörter auf !Ca, Cb" entspr. Region in P #
1/2 Ca (%) = a R(1,2)
2/3 Cb (Ca (%)) = bab R(2,3)
3/5 Ca (Cb (Ca (%))) = abaaba R(3,5)




Tabelle 17: Regionen in P !
Die in P # enthaltenen Regionen sind in ihrer binären Intervallstruktur also Prä-
fixe der Intervallstrukturen der Regionen in P̂ , die dieselbe Teilung der Oktave
veranlassen. Die Region R(2,3) bettet im Übrigen die bisher noch nicht isoliert auf-
tauchende Tetraktys ein.
Nach den bisherigen Erkenntnissen hat eine Region zwei Perioden. Wollen wir
eine Region, die einen endlichen Tonraum darstellt, ins Unendliche erweitern, so
stellt sich die Frage, nach welcher Periode man ergänzt. Abbildung 23 zeigt beide
Erweiterungsmöglichkeiten der Region R(4,7) , P # durch die Perioden vier und
sieben (die den Generierungsintervallen Quinte und Oktave entsprechen).
Abbildung 23: Die Region R(4,7) , P ! eingebettet in den dasianischen und diatonischen Ton-
raum. Die Ergänzung wird jeweils durch die schwarzen Notenköpfe angedeutet, während die Klam-
mern bzw. die Zäsuren die Periode deutlich machen.
4 Wörter als Modi
4.1 Der ionische Modus
Die zentralen Wörter können also als Regionen aufgefasst werden. Da die zentra-
len Wörter aber auch Ergebnis einer Verkürzung der Standardwörter der Bäume
!G, D" und !!, "" um das Wort ab sind (siehe Seite 10), könnte man fragen, wel-
che musikimmanente Bedeutung den Standard-Wörtern zukommt. Sie werden in der
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Terminologie der Mathematischen Musiktheorie als verallgemeinerte Modi bezeich-
net. Damit gilt nicht nur, dass jede Region einen Modus einbettet, sondern auch
durch einen Modus umhüllt wird. Wir bekommen also durch Anhängen des Wortes
ab zu jeder Region den einhüllenden verallgemeinerten Modus (auch Pseudomodus
genannt). Der Ambitus, den ein verallgemeinerter Modus umspannt, wird allgemein
als Pseudooktave bezeichnet.
Ein musiktheoretisch prominentes Beispiel, in dem der Pseudomodus einem tat-
sächlichen Modus und die Pseudooktave einer tatsächlichen Oktave entspricht, ist
das folgende:
Am Knoten G (G (D (a, b))) liegt das Wort (aaba, aab). Interpretieren wir a als
Ganzton und b als Halbton, können wir das Wort als ionischen Modus identifizieren:
Abbildung 24: (aaba, aab) - der ionische Modus
Verkürzen wir den ionischen Modus nun um ab, erhalten wir aabaa. Dass dies
ebenfalls eine musikhistorisch gewachsene Region ist, wurde bereits gezeigt (siehe
Kapitel 3.1.2).
4.2 Der lydische Modus
Wir benötigen nun neben G und D weitere Funktionen, die wir durch Einführung





Für das Generieren weiterer Wörter bilden wir nun G̃ und D̃:
G̃ := F̃ ) E :
a '( a
b '( ba




Neben dem Ionisch (G (G (D (a, b)))) können wir nun auch Lydisch bilden:
Die Wörter, die aus den Funktionen G und D̃ gebildet werden, heißen Christo"el-
Wörter. Ähnlich wie die Standard-Wörter können sie auch aus Zentralen Palindro-
men gewonnen werden. Allerdings wird das Wort ab nun nicht mehr an ein Zentrales
Palindrom angehängt, sondern als Rahmen verwendet. Das heißt: wird ein Zentrales
34F̃ wird von F abgeleitet (nicht im Sinne von „di!erenziert”!).
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Palindrom in das Wort ab „eingeschoben”, wird es zum Christo!el-Wort. So wird zum





taucht das Wort als Wortpaar (in authentischer






= G (G (ab, b)) = G (aab, ab) = (aaab, aab)
auf. Interessant ist, dass das Hexachord dual sowohl zum Lydischen als auch zum
Ionischen ist.
Entsprechend dem kommutativen Diagramm in Kapitel 2.9 kann dieses in ver-
änderter Form auch hier der Veranschaulichung dienen. Abbildung 25 zeigt das Dia-
gramm mit den genannten Verwandtschaftsverhältnissen, die im Vergleich zum obi-
gen - außer der Dualität zwischen Zentralen Palindromen und Christo!el-Wörtern
- aber erhalten bleiben.35
(SB) (RB)
!Ca, Cb" !Pa, Pb"











entsteht analog zur Bildung des Dualen Standardbaumes







also dual zu D̃
!





Auch Dorisch, Phrygisch, Mixolydisch und Aeolisch können mit Hilfe der Funktionen
G, D, G̃ und D̃ erzeugt werden. Hier jeweils in authentischer Teilung und mit a als
Ganzton und b als Halbton:
• Dorisch: G
!






= G (baa, ba) = (abaa, aba)
• Phrygisch: G̃
!




























= G̃ (aba, ba) = (abaa, baa) 36
Ausschließlich der lokrische Modus (baab, aaa) kann nicht durch diese Morphismen
dargestellt werden und wird deshalb in der mathematischen Musiktheorie als das
„bad conjugate”37 bezeichnet. Dass gerade dieser Modus eine Sonderstellung ein-
nimmt, ist kein rein mathematisches Phänomen. Sowohl Glarean als auch Gallus
Dressler weisen den lokrischen Modus zurück. Letzterer bezeichnet ihn sogar als „Ba-
stard”. So kommt es, dass das im 16. Jahrhundert verwendete „12-Modus-System”38
keinen lokrischen Modus vorsieht und einen besonderen Status innehat, der mathe-
matisch untermauert werden kann. Die zwölf Modi dieses Systems bestehen aus den
bisher angesprochenen sechs Modi in authentischer Teilung sowie deren plagalen
Teilungen.
Ersetzt man G durch D (und umgekehrt) sowie G̃ durch D̃ (und umgekehrt), so
wird aus Ionisch Hypoionisch, aus Dorisch Hypodorisch usw. Tabelle 18 zeigt eine
Übersicht über das 12-Modus-System sowie deren Generierung durch die bekannten
Morphismen:
Authentisch Plagal
Ionisch GGD (a, b) Hypoionisch DDG (a, b)
Dorisch GG̃D (a, b) Hypodorisch DD̃G (a, b)
Phrygisch G̃G̃D (a, b) Hypophrygisch D̃D̃G (a, b)
Lydisch GGD̃ (a, b) Hypolydisch DDG̃ (a, b)
Mixolydisch GG̃D̃ (a, b) Hypomixolydisch DD̃G̃ (a, b)
Aeolisch G̃G̃D̃ (a, b) Hypoaeolisch D̃D̃G̃ (a, b)
Tabelle 18: Das 12-Modus-System
36Der Übersicht wegen werden ab jetzt die Klammern bei der Generierung von Wörtern weggelas-






dasselbe bedeuten wie G̃G̃D̃ (a, b).
37Noll: Sturmian Sequences and . . . S. 94
38von Loesch: Musica – Musica practica – Musica poetica. Seite 189 !
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4.4 Faltung
Nun bekommt die Dualität zwischen den Bäumen Zentraler Wörter (Bäume !Ca, Cb"
und !Pa, Pb") und den Bäumen der Standard-Wörter (Bäume !G, D" und !!, "")39
eine musiktheoretische Interpretation:
Die Modi in Schrittmuster sind dual zu ihrer Faltung.
Der Begri! der Faltung ist eine anschauliche Bezeichnung von Noll 40 für das
Sortieren von Tönen eines Modus in ein Oktavregister. Dabei stellt der erste Ton
der Quintgenerierung den Beginn. Würde nun bei einer Quinte aufwärts das Ok-
tavregister verlassen, ersetzt eine Quarte abwärts diese. Abbildung 26 zeigt diesen
Vorgang, beginnend beim F.
Abbildung 26: Faltung des ionischen Modus
Der ionische Modus wird hier also nicht als Schrittmuster von Ganz- und Halbtö-
nen betrachtet, sondern als Muster von Quarten abwärts und Quinten aufwärts. In
Abbildung 26 wird eine Quarte abwärts durch ein y und eine Quinte aufwärts durch
ein x dargestellt. Aus der Faltung geht also wieder eine binäre Intervallstruktur des
ionischen Modus hervor. Teilt man das Wort bzw. den Modus yxyxyxy nun - ana-
log zur Darstellung desselben Modus durch (aaba, aab) - authentisch (also nach der
Quinte), erhält man das Wortpaar (yx, yxyxy). Tatsächlich ist auch dieses Wort-
paar ein Paar von Standardwörtern. Es gilt nämlich: (yx, yxyxy) = DGG (x, y) =
!!" (x, y). Vergleichen wir die beiden Wege zu diesem Wort mit den Wegen zum
Wort (aaba, aab) = GGD (a, b) = .!! (a, b) in den Bäumen !G, D" und !!, "",
kann man folgendes feststellen:
(yx, yxyxy) liegt im Baum !G, D" am dualen Knoten des Wortes (aaba, aab) im
Baum !!, "". Anders ausgedrückt: Verfolgt man in beiden Bäumen den Weg „links
- rechts - rechts”, kommt man im Baum !G, D" zur Faltung des ionischen Modus
und im Baum !!, "" zum Schrittmuster desselben.41
39bzw. zwischen Bäumen Zentraler Wörter und Bäumen von Christo!el-Wörtern
40Erstmals erwähnt in seinem Vortrag Le Pli Diatonique - Algebraic Combinatorics on Words
applied to the Study of the Diatonic Modes an der École mamuphi am 12.01.08. http://www.
entretemps.asso.fr/maths/Noll.htm, Folie 31, Stand: 03.11.08
41Dasselbe gilt natürlich auch umgekehrt: das Schrittmuster im Baum !G, D" liegt am Knoten
desselben Weges wie die Faltung im Baum !!, "".
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Dieselbe Eigenschaft gilt auch für die Faltung des Lydischen in authentischer
Teilung.
Abbildung 27: Faltung des lydischen Modus
Der lydische Modus dargestellt als Schrittmuster:
GGD̃ (a, b) = GG (ab, b) = G (aab, ab) = (aaab, aab) ist dual zur Darstellung des
gefalteten Lydisch:
D̃GG (x, y) = D̃G (x, xy) = D̃ (x, xxy) = (xy, xyxyy).
Der letzte Ton der Faltung (in beiden Fällen das Fis) bildet die Grenze der
Faltung. Diese Grenze entspricht in der Theorie der Regionen den aufeinanderfol-
genden Elementen und bildet dort den Rahmen für eine Region. Der letzte Schritt
der Faltung kann als Duales zur Oktave im Schrittmuster gesehen werden. Dass ein
Zusammenhang zwischen der Alteration eines Tones und der Überschreitung eines
Ambitus besteht, ist musikhistorisch betrachtet nicht ungewöhnlich. Unter ande-
rem thematisiert auch von Loesch diese Verwandtschaft, indem er auf den Wechsel
zum hexachordum molle oder hexachordum durum eingeht.42 Auch Noll greift in
seinem Artikel Sturmian Sequences and Morphisms die Verwandtschaft zwischen
Quinte und übermäßiger Prime auf, in dem er darauf hinweist, dass sich zwei quint-
verwandte diatonische Skalen in ihrem Tonvorrat eben genau um eine übermäßige
Prime unterscheiden.43
5 Substituieren versus Verketten
Die acht Bäume des Kapitels 2 (bzw. mit Christo!el-Baum und Dualem statt Standard-
Baum und Dualem) lassen sich unter einem weiteren Gesichtspunkt betrachten und
kategorisieren. Abbildung 28 veranschaulicht die Teilung der acht Bäume in zwei
Kategorien, wobei die linke Hälfte mit substituierenden, die rechte Hälfte mit ver-
kettenden Bäumen bezeichnet werden können.
42von Loesch: : Musica – Musica practica – Musica poetica. In: Deutsche Musiktheorie des 15.
bis 17. Jahrhunderts. Erster Teil: Von Paumann bis Calvisius (=Geschichte der Musiktheorie Bd.
8/I), Darmstadt 2003, S. 142 !
43Noll: Sturmian Sequences and Morphisms: A Music-theoretical Application. In: Société Mathé-
matique de France: Journée annuelle 2008 - Mathématique et musique. S. 83
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(SB) (RB)
!Ca, Cb" !Pa, Pb"
!L, R" !L, R"#
!G, D" !!, ""
Abbildung 28: geteiltes kommutatives Diagramm
Die Begri!e Substitution und Verkettung erklären auf anschauliche Weise die
Erzeugung neuer Einträge in den Bäumen.
5.1 Substituieren
Sowohl der Baum !G, D" als auch der Baum !Ca, Cb" verwendet die Funktionen G
und D. Beide ersetzen jeweils einen Buchstaben durch die zwei Buchstaben ab oder
ba. Musiktheoretisch gesprochen: Ein Intervall wird durch zwei kleinere substituiert.
In den Abbildungen 17 bis 22 auf der Seite 29 ist dies leicht zu ersehen. Beispielsweise
bleibt von Region R(5,3) zu Region R(8,5) a als Sekunde erhalten und b als Quarte
wird aufgefüllt durch Terz (a) und Sekunde (b). Dieses Au!üllen ist ebenfalls bei
der Generierung des Stern-Brocot-Baums erkennbar (siehe Kapitel 2.4.2). Jede neue
Schicht füllt zwei benachbarte Brüche durch einen neuen auf.
5.2 Verketten
Im Gegensatz dazu generieren sich die Bäume der rechten Seite durch ein addi-
tives Prinzip. Sowohl der durch palindromische Vervollständigung gebildete Baum
!Pa, PB" erzeugt neue Knoten durch Anhängen bzw. Verketten als auch der Baum
!!, "", der eines der Wortpaare vor das jeweils andere setzt. Auch der Raney-Baum
kann als verkettender Baum angesehen werden, wenn wir eine andere Definition
heranziehen:
















, mit den Matrizen L, R $ SL2 (N)
Auch bei Carey und Clampitt spielt in ihrem Artikel A Theory of Tonal Spaces. . .
das Prinzip des Verkettens eine wichtige Rolle. Sie verketten das hexachordum na-
turale mit dem hexachordum durum in unterschiedlicher Reihenfolge:
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hexachordum naturale - hexachordum durum:
C D E F G A
G A H C D E
was dem folgenden Schrittmuster entspricht:
a a b a a
a a b a a
hexachordum durum - hexachordum naturale:
G A H C D E
C D E F G A
entspricht:
a a b a a
a a b a a
Auf diese Weise erhält man also die zwei neuen Wörter aabaaabaa und aabaabaa
Beide Ergebnisse lassen sich mit Hilfe der Bäume lokalisieren und erhalten somit
zusätzliches Gewicht. Abbildung 29 zeigt einen Ausschnitt aus dem Baum !Pa, Pb".







Abbildung 29: Verkettung zweier Hexachorde im Baum !Pa, Pb"
Lokalisiert man das Wort aabaaabaa im dualen Baum !Ca, Cb", wird klar, dass
es sich um eine bereits besprochene Region handelt: die diatonische Region R(4,7)
im Oktav-/Quint-generierten Tonnetz.
Auch das Wort aabaabaa ist eine Region. Im Quart-/Oktav-generierten Tonnetz
bettet die Region R(7,3) die Diatonik ein und macht so erneut klar, dass Hexachord
und Diatonik eng miteinander verbunden sind.
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6 Schlussbetrachtungen
Die Theorie der Tonregionen liefert beeindruckende Zusammenhänge. Zunächst mit
Mitteln und Erkenntnissen, die schon lange bekannt sind, und in Kombination mit
„neuerer” Mathematik kann man mit ihrer Hilfe zu dem Schluss kommen, dass die
Tonvorräte, die in mittelalterlichen Traktaten eine Rolle spielten, in engem Zusam-
menhang mit heute noch verwendeten Skalen und Tonvorräten stehen. Zunächst ist
das nicht weiter verwunderlich. Steht die abendländische Musikkultur der Gegen-
wart ja in einer Tradition, die in einer mittelalterlichen Musiktheorie und -praxis
verwurzelt ist. Tonregionen und die Verbindung zur algebraischen Kombinatorik
kann aber eine Erklärung leisten, die eine bisher noch nicht betrachtete Ebene zu
Tage bringt. So lässt sich zum Beispiel die Verbindung zwischen Hexachord (aabaa)
und Tetrachord (aba) leicht über die Funktion Ca erklären und die musiktheoreti-
sche Erläuterung untermauern, die Hermannus Contractus gibt, wenn er sagt, man
müsse nur am Anfang und Ende des Tetrachordes einen Ton hinzufügen.44 Es gilt
nämlich:
Ca (aba) = aabaa.
Dass sich Hexachord und Diatonik ebenfalls derselben Systematik bedienen, wur-
de mehrfach angesprochen und dargelegt. Im letzten Kapitel wurde klar, dass die
von Carey und Clampitt angesprochene Verkettung von Regionen durchaus in dem-
selben Theoriegebäude anzusiedeln ist wie die Faltung von Modi und Regionen.
44Carey/Clampitt: A Theory of Tonal Spaces. . . S.126
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Der Auschnitt auf der nächsten Seite zeigt die lückenlose Menge S(19,12) und die
beiden aufeinanderfolgenden Elemente 219 = 524288 und 312 = 531441. Alle auf-
einanderfolgende Elemente, die reine Vielfachheiten von 2 und 3 sind, werden in
gleicher Farbe dargestellt.
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